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Momento de Inércia

Podemos calcular o momento de inércia de um corpo, em
relacdo a um eixo, supondo que esta dividido em muitos
elementos de pequeno volume, cada um com massa Am,

A expressao de | pode ser escrita em termos de Am

= |im rzAm = jrzdm

Am —0

Utilizando ,- :_\”/‘ , obtemos

I__fr dV J‘pl’

Se r é constante, o mtegral pode ser calculado a partir da
geometria do corpo; se nao, temos de conhecer como varia com
a posicao
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Tipos de Densidades

Massa Volumica — Massa por unidade de volume:

po=m/fV

Densidade de Massa Superficial — massa por unidade de
superficie de uma chapa de espessura h pequena e uniforme:

oc=m/A=ph

Densidade de Massa Linear — massa por unidade de
comprimento de um varao de seccao recta uniforme:

A=m/L=pA
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Momento de Inércia de um Aro Fino uniforme, em
Relacao a um Eixo Passando pelo Centro e
Perpendicular ao Plano do Aro

Como o aro é fino, todos os
elementos de massa, dm, dm
estao a mesma distancia do
centro: .

| = jrzdm: szdm
| = MR?

© 2004 Thomson/Brooks Cole
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Momento de Inércia de um Varao Rigido Uniforme em
relacao a um eixo que passa pelo centro

o) elemento de area ly’ y
escurecida possui massa: :
dm = A dx :
L. : dx
O momento de inércia, em | "
I
|

relacao ao eixo Oy, é

| O
| = jrzdm juz |
L/2 : o
|
|

| = — ML2 | < >
12 | L

© 2004 Thomson/Brooks Cole
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Teorema dos Eixos Paralelos

Nos exemplos anteriores, o eixo de rotacao coincidia com
0 eixo de simetria do corpo;

Para um eixo arbitrario, muitas vezes o teorema dos
eixos paralelos facilita os calculos;

O teorema afirma I = I, + MD?

| é em relacao a qualquer eixo paralelo ao eixo que passa no
centro de massa do corpo;

Iy € em relagdo ao eixo que passa no centro de massa;

D é a distancia do eixo que passa pelo centro de massa ao eixo
arbitrario.

Aula 15 Rotacao I n



Fisical — 2012/2013 Fc (FZ?EC#CI-I?\Q?EET%ENOLOGIA

UNIVERSIDADE NOVA DE LISBOA

Teorema dos Eixos Paralelos

Ambos o0s eixos sao perpendiculares
ao plano da figura;

O momento de inércia do corpo em
relacao ao eixo que passa por P é:

dm

Eixo que
passa por P

I, = [r?dm= J[ x—a ’+ y-b 2}dm

— [ x2+y? dm—2a"‘xdm—2b_‘.ydm+_“a2+b2 dm M

2
=l +h°M Eixo que passa

pelo Centro de
Massa
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Momento de Inércia de um Varao que Roda
em Torno de uma Extremidade

O momento de inércia do varao
em relacao ao centro é:

low == ML “

12
DellL
Portanto,

| =1, + MD? L/L
2
=L M2+ M Ej :
12 2

= - ML
3
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Momento de uma Forca

O momento de uma forca, T , provoca a rotacdo de um
corpo em torno de um eixo

O momento de uma forca &€ um vector
T=rxF
T=rFsing=Fd

F éaforca
¢éoanguloentre Fer

d é o braco do momento
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Momento de uma Forca

—

O momento da forca F
ao ponto O é:

r=rxF

7=r Fsing =rk

7= rsing F=nrF

[, € o braco do momento.
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Momento de uma Forca

O bragco do momento, d, é a Fsing c
distancia na perpendicular I
. ~ >
entre o eixo de rotacao e a \ ' . i
linha de accao da forga: RNy = os
\\\ // Linha
d >~ Q/ ~ de
d=rsin ¢ ) acsa0

© 2004 Thomson/Brooks Cole
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Momento de uma Forca

Fsinq_b__ —
A componente horizontal de E |
(F cos ¢) nao provoca rotacao; :\\\ ' ] ; i
A direccdo do momento da forca o XX 7 47 Feos¢
é a do eixo de rotacdo; P
N accdo

©2004 Thomson/Brooks Cole

Sentido do momento da forc¢a:

Se tende a mover o corpo no sentido directo (oposto aos
ponteiros do reldgio), é positivo;

Se tende a mover o corpo no sentido retrogrado (dos ponteiros
do reldgio), é negativo.
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Momento de Forca Resultante

A forca F, tende a provocar
uma rotacao no sentido
directo, em torno de O;

A forca F, tende a provocar
uma rotacao no sentido
retrogrado, em torno de O;

—_

Tres =71 T 75

Xt=1+71,=Fd,—Fd,

© 2004 Thomson/Brooks Cole
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Comparacao entre Forca e Momento de Forca

Forcas provocam uma variacao do momento linear
Descrita pela Segunda Lei de Newton

Forcas podem provocar uma variacao do movimento
rotacional

A variacao do movimento rotacional depende do momento da
forca:

depende da forca e do braco do momento
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Unidade de Momento de Forca

A unidade S| do momento de uma forca é N'm

As dimensdes sao as mesmas da energia ou trabalho, mas a
grandeza é fundamentalmente diferente destas;

As unidades de momento de forca ndo podem ser mudadas
para joule;
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular, Particula

Consideremos uma particula de
massa m que roda numa
circunferéncia de raio r sob a
influéncia de uma forca tangencial |ft

A forca tangencial provoca uma
aceleracao tangencial:

F,=ma,
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular, Particula

O médulo do momento da for¢a |ft em relacao ao centro
da trajectoria é:
t=F,r=(ma,)r

A aceleracao tangencial esta relacionada com a aceleracao
angular:

r=(ma,) r=(mra)r=(mr?) o

Como mr % é o momento de inércia da particula,
=l

O mdédulo do momento da forca é directamente proporcional a aceleracao angular, sendo o

momento de inércia a constante de proporcionalidade.
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular

Considere-se agora que O

objecto é um corpo rigido, .
constituido por um numero 1 dR &
infinito de elementos dm de o

dimensao infinitesimal; AL
Cada elemento de massa \
descreve uma trajectoria circular : \
centrada na origem, O; i —x

Cada elemento de massa possui ===
aceleracao tangencial.
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular

Partindo da Segunda Lei de Newton
dF, = (dm) a,

O momento de forga infinitesimal associado a forga F, €
dr=rdF,=a,rdm=ar?dm

O momento de forca resultante é
Y= jdrzjarzdm:ajrzdm

Rl

ou, no caso tridimensional, E 7 =1
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular

A relacao obtida € a mesma para uma particula ou para
um corpo rigido;

O resultado é valido mesmo que as forcas possuam
componente radial;

Como a linha de accao da componente radial passa pelo
eixo de rotacao, o momento de forca resultante é nulo.

Aula 15 Rotacao I m



. Fc FACULDADE DE
Fisica | — 2012/2013 NVEESOACE YA BE LE300

Momento de uma Forca e Aceleracao Angular
Exemplo — a Roldana

A roldana esta a rodar, aplicamos:

27=lx
A tensao é a forca tangencial;
] V4 [N W4 f'
O movimento da massa é rectilineo;
y

Aplicamos a segunda Lei de Newton: )

. Mg

2F,=ma,=mg - T s
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular, Varios
Corpos, Exemplo 1

Aplicamos a 2.2 Lei de i

Newton aos dois corpos; . & ) .
T T

Aplicamos a expressao do m 7

momento de forca as

roldanas. (a)
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular,
Varios Corpos, Exemplo 1

® 2004 Thomson/Brooks Cole

As forcas P, e N, em cada roldana actuam no eixo da
roldana e nao dao origem a momento de forca em relacao
a esse eixo;

Nao esquecer de aplicar os sinais correctos para as rotacdes no

sentido directo e no sentido retrogrado nas equacdes dos momentos
de forcas.
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular, Varios Corpos,

- Exemplo 1
Iy
N s m, =3,0kg; m,=5,0kg
I; 15 Roldanas iguais
M, oigana = 2,0 kg; R=10 cm
it O sistema esta inicialmente em repouso.
Qual a aceleracao do sistema?
(a)
Corpo 1 Tl — P1 =My Roldana Esquerda To—T) = |10(1
Corpo 2 —T3 + P2 =Mm,a, Roldana Direita T3—Ty = |20(2
152
y=a=a A og=a=alR |=§MR

A corda passa na periferia da roldana
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Momento de uma Forca e Aceleracao Angular, Varios Corpos,

— Exemplo 1
Iy
- m, =3,0kg; m,=5,0kg
—> —>
1 T Roldanas iguais
M, 1dana = 2,0 kg; R=10cm
ﬁl.l Mo O sistema esta inicialmente em repouso.
Qual a aceleracao do sistema?

(a)
Cc)‘:;&zml Ty—mg=ma Roldana Esquerda 2(T, —T;)R=MRa

—T3+m,g =m,a Roldana Direita 2(T; —T,)R=MRa
| I T;—T;,=Ma Q
_ (my;—my)g

T3 =Ty =(my —my)g —(my +my)a => a m, +m, + M
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O Trabalho no Movimento de Rotacao

O trabalho realizado pela forga g
sobre o corpo quando ele roda de
uma distancia infinitesimal :

ds=rdf é
dW= F.d5 (Fsin @) rd@

dW=7d0

—_

A componente radial de F nao N A
realiza trabalho, porque é e
perpendicular em cada ponto ao
deslocamento.
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Poténcia no Movimento de Rotacao

O trabalho efectuado no intervalo de tempo dt é:

Poténcia = dﬂ = 4o _

T— =170
dt dt

Esta expressao é analoga a P = Fv no movimento
rectlineo.
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Teorema da Energia Cinética no Movimento de Rotacao

O teorema da energia cinética para o movimento de
rotacao afirma:

O trabalho resultante realizado pelas forcas externas na
rotacdo de um corpo rigido em torno de um eixo fixo é
igual a variacGo da energia cinética de rotagcGo do
corpo.

dW = j‘” |a)da)=%|a)f—%|a)5
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Teorema Geral da Energia Cinética

A expressao rotacional pode ser combinada com a
expressao linear. Obtemos, assim:

o trabalho resultante realizado pelas forcas externas sobre
um corpo e igual a variagéo da energia cinética total, que é
a soma da energia cinética associada ao movimento de

translacGo e da energia cinética associada ao movimento
de rotacdo.
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Energia numa Maquina de Atwood, Exemplo

Existe variacao na energia
cinética de translacao e na
energia potencial gravitica dos
blocos;

Existe variacao nha energia
cinética de rotacao da roldana.

© 2004 Thomson/Brooks Cole
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Energia numa Maquina de Atwood, Exemplo

m, = 3,0 kg

m, = 5,0 kg

M oidana = 2,0 kg
R=10cm
h=1,0m

O sistema esta inicialmente em  *
repouso. Qual a velocidade de m, J_ X
depois de m, ter descido h?

® 2004 Thomson/Brooks Cole
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Energia numa Maquina de Atwood, Exemplo

m, = 3,0 kg
Ei =m2gh m, = 5,0 kg
Iv'roldana = 2'0 kg
1 ? 1 ? 1 2 R=10cm
Ef :mlgh+§mlvl +§m2V2 +§I(() h=10m

A corda passa
Vi=V, =V A o=V/R i

M na periferia da

1 ) roldana
I :—MR E _ E
2 i = f&
1 1 1 3
(mz—ml)gh=(§m1+§m2 +ZM)V2 |

2 A(my—my)
2m; +2m, + M
Aula 15
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gh = v=21lm/s
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